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1 Fonctions de R" dans R™

On considere désormais des fonctions de R™ a valeurs dans R™. Si f: R™ — R™,
alors on peut voir chacune de ses composantes comme une fonction f; de R™

dans R™, c’est-a-dire f = (f1,..., fm)-

On généralise facilement de limite puisqu’on a une notion de normes sur R™
: la limite de f(z) quand z tend vers a € R™ est £ € R™ si et seulement pour
tout € > 0, il existe > 0 tel que pour tout b € R", si ||b—all2 < n, alors

1F(0) = £ll2 <e.

On définie la continuité comme d’habitude : une fonction f: R®™ — R™ est
continue en a si la limite de f en a est f(a).

On utilise la notion de différentiabilité comme vu au-dessus : f est différentiable
en a si il existe une fonction linéaire df (a) telle que f(a+ h) — f(a) —df (a)(h) =
o(]|h||2). On peut reprendre la preuve du cas m = 1 pour montrer que si une
telle fonction linéaire existe alors elle est unique et c¢’est pour cela que nous
avons pris la liberté de la noter df (a) directement. On appelle alors df(a) la
différentielle de f en a.

Comme df (a) est une fonction linéaire de R™ dans R™, on peut I’écrire comme
une matrice m X n dans la base canonique. De plus, en écrivant f comme
(f1,---, fm), on voit facilement que si df (a) existe, sa iéme composante doit étre
df;(a). Donc df (a) peut s'écrire (dans la base canonique de R™ dans R™) comme
la matrice dont les lignes sont dfi(a),...,dfn(a). On appelle cette matrice la
matrice jacobienne de f et on la note V f(a).
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On peut écrire V f(a) comme

o
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Comme précédemment, l'existence d’une matrice Jacobienne ne garantit pas
Iexistence d’une différentielle. Cependant, le théoreme précédent est toujours



vrai : la continuité de la matrice jacobienne est équivalente au fait que f soit
continuement différentiable.

Dans le cas de fonctions continuement différentiables, on peut alors calculer les
jacobiens de fagon systématique :

 Si f, g sont continuement différentiables en a, alors V(f + g)(a) = V f(a) +
Vg(a).

e Si f: RF — R™ est continuement différentiable en g(a) et g: R® — R¥ est
continuement différentiable en a, on a V(f o g)(a) = Vf(g(a)) x Vg(a) ou

pour tout x € R, (fog)(z) = f(g1(x),...,gr(x)).
e Si f: R® — R* est une fonction linéaire x — Az, alors Vf = A.

2z + 3y 2 3
Exemple 1.1. 1. Soit f: R? — R® définiepar | z+y | =[1 1 (:c)
T—y 1 -1 y
2 3
OnaVf(z,y)=|1 1 | pourtout z,y € R
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